

















las cuales miden atributos. Las cartas  son: La carta  de Hotelling basada en  la aproximación de  la distribución 
binomial multivariada a la distribución normal multivariada. La carta MNP la cual es una extensión de las cartas 
univariadas, y la carta  que es una metodología no paramétrica basada en el índice de profundidad de Mahalanobis. 
La  comparación  se  hace  vía  simulación  utilizando  como medida  de  comparación,  la  longitud  promedio  de  racha 
(ARL). Dentro del trabajo se presenta un ejemplo aplicado de las metodologías para construir cartas de control para 




















En el mundo de  las organizaciones no  todos  los 
procesos  que  se  desean  medir  se  pueden 
describir  mediante  variables  continuas  [1],  los 
atributos asociados a  los procesos de servicio al 
cliente, como son: la satisfacción con la venta, la 
satisfacción  con  la  facturación,  entre  otros;  son 
variables  discretas  que  deben  ser  controladas 
para  la  administración  efectiva  de  los  clientes. 
Por  lo  tanto  se  requiere  de  metodologías  que 
permitan  establecer  estándares  de  cumplimiento 
también para  este  tipo  de problemas  [2].Existen 
diversas  situaciones  en  las  cuales  más  de  una 
variable  se  debe  considerar  de  manera 
simultánea,  por  ejemplo  la  satisfacción  con  el 
servicio  de  internet  de  banda  ancha  y  la 
disponibilidad  de  la  red  de  acceso.  El  control 
multivariado  de  procesos  es  ideal  para  capturar 
la  relación  que  existe  entre  las  variables  que 
determinan  la calidad de un producto o servicio, 
por  lo  tanto  si  se  ignora  esta  correlación  y  se 
utilizan  cartas  de  control  univariadas  para  cada 
variable  por  separado,  se  puede  perder 
información  importante  [3].Entre  los  métodos 
más  usados  para  construir  cartas  de  control 
multivariadas se encuentra la carta de control 
de  Hotelling,  sin  embargo  este  método  se 
restringe,  usualmente,  al  caso  de  distribuciones 
normales  [4].  En  variables  continuas 
correlacionadas  se  han  realizado  muchas 
investigaciones,  sin  embargo  se  encuentran 
pocos  trabajos  que  traten  sobre  atributos 
correlacionados  [2].En  este  trabajo  se  estudian 
variables  aleatorias  binomiales  bivariadas 
correlacionadas, que miden atributos y se indaga 





El  primer método  es  la  carta  de Hotelling  o 
carta  AN,  basada  en  la  aproximación  de  la 
distribución  binomial  multivariada  a  la 
distribución normal multivariada [5]. El segundo 
método  es  la  carta  MNP  que  consiste  en  la 
extensión  multivariada  de  las  cartas 
univariadas  [2],  y  la  carta  ,  la  cual  emplea  un 
método  no  paramétrico  basado  en  el  índice  de 
profundidad de Mahalanobis [4]. En la sección 2 
se  revisan  los  conceptos  básicos  de  la 
construcción de las cartas de control bivariadas. 
La  sección  3  presenta  la  metodología  de 
simulación, se detallan los algoritmos empleados 
y se delimitan los escenarios a ser considerados. 
Los  resultados  de  la  comparación  de  las  tres 
metodologías,  mediante  el  comportamiento  del 
ARL  en  control  y  fuera de  control  se presentan 
en  la  sección  4.  La  sección  5  presenta  un 
ejemplo  aplicado  a  la  industria  de 
telecomunicaciones,  el  cual  ilustra  el  uso  de  las 
tres  metodologías.  Por  último,  la  sección  6 
muestra las conclusiones del trabajo. 
2.  CONCEPTOS  BÁSICOS  EN  CARTAS 
DE CONTROL BIVARIADAS 
2.1  Construcción de car tas de control 





­  Fase  II: para  cada observación se  calcula  el 








en  otro  caso,  ;  La  distribución  conjunta 
de la variable  es Bernoulli bivariada, con 
probabilidad  conjunta  , 
para  ;  cuya  función  generadora  de 
probabilidad  (fgp)  conjunta de  es [7]:
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(1) 
Usando  la  ecuación  anterior  es  posible 









Donde,  cada  distribución  marginal  es  una 
distribución Bernoulli [7]. 










Cada  una  de  cuales  corresponde  a  una 
distribución  binomial  con  el  mismo  número  de 
ensayos  , pero con probabilidades de éxito 




Sea  un  vector  aleatorio  binomial 
bivariado con parámetros  y  , tomado 
en  el  tiempo  t.  Si  se  tiene  una  muestra  de 
vectores de las características de  , recolectada 
a  través  de  puntos  diferentes  en  el  tiempo, 
entonces  una  matriz  de  datos  binomiales 
bivariados tiene la siguiente representación: 
, 
donde,  es  el  conteo  de  unidades  no 
conformes  en el atributo  , tomado en 
el tiempo  . En el contexto del 









asumiendo  independencia  de  las  observaciones 
sucesivas  en  el  tiempo,  el  vector de medias  y 






La  media  muestral  será  tomada  como  un 
estándar  deseable  para  que  el  proceso  esté  en 
control. 





tiene  aproximadamente  una  distribución  , 
de  manera  que  el  límite  superior  de  control 
de  esta  carta  de  control  es  el  valor 
,  donde  es  el  nivel  de  significancia 
especificado,  mientras  que  el  límite  inferior  de 
control  es cero. 
El  estimador  es  equivalente  al  estadístico 
de  Hotteling  tradicional  en  cartas  de  control 










de  fracciones  de  no  conformidad,  y  la 
correlación  entre  los  dos  atributos  bajo  estudio, 





Cuando  el  vector  de  fracciones  de  no 
conformidad del proceso  y la correlación entre 
atributos  no  son  conocidos,  deben  ser 
estimados  mediante  los  datos  históricos  en 
control,  contenidos  en  la  matriz  .  Luego,  el 




La  correlación  entre  los  atributos  se  estima 
también a partir de la matriz  , como: 
.    (6) 
Conociendo  las  estimaciones  del  vector  y de 
la  correlación  ,  la  línea  central  y 
los límites de control (  : límite superior 





donde  se  obtiene  reemplazando  las 
estimaciones  muestrales  de  .  Si  el 
estadístico  cae  dentro  de  los  límites  de 






distingue  entre  puntos  centrales  y  periféricos. 
Las profundidades más grandes corresponden al 
centro  de  la  distribución,  mientras  que  las  más 
pequeñas corresponden a regiones externas [3]. 
Una medida de profundidad muy utilizada  es  la 
profundidad  de  Mahalanobis,  la  cual  se  define 
para un vector aleatorio  , que proviene de una 
distribución de referencia  en  , como [4]:
. 
Donde  son  respectivamente  el  vector 
de  medias  y  la  matriz  de  covarianzas  de  la 
distribución  de  referencia  .  Si  los  parámetros 
de  la  distribución  de  referencia  no  son 




Donde  son respectivamente  el  vector de 
medias y la matriz de covarianzas muestrales de 
los datos históricos en control  , asociados a la 






control.  Sea  una  muestra 
aleatoria  tomada  desde  una  población  que  tiene 
distribución  (una  nueva  medida  tomada  del 
proceso). Para determinar si la muestra  está en 
control,  se  deben comparar  las distribuciones 
y  , mediante la siguiente prueba de hipótesis: 
Para probar esta hipótesis, se usa el estadístico: 
que  caracteriza  la  distancia  entre  y  con 
respecto a  la profundidad de Mahalanobis. Bajo 
la  hipótesis  ,  si  es  continua,  la 
distribución  de  definida  anteriormente 
es uniforme en  [11]. Cuando la distribución 




es  aproximadamente  una  distribución 
uniforme  en  ,  cuyo  valor  esperado  es  0.5 
.  Como  el  valor  de  indica  la 
probabilidad de que  sea un punto dentro del 
conjunto  de  datos  histórico  en  control  , 









cartas  de  control  para  variables  binomiales 
bivariadas  (Cartas  AN, MNP  y  ),  se  controlan 
factores  que  afectan  su  desempeño:  a) Nivel  de 
correlación  entre  los  dos  atributos  ,  b)  Las 
proporciones de no conformidad  y c) El 
tamaño  de  la  submuestra  .  Esto  con  el  fin  de 
analizar  la  rapidez  de  cada  uno  de  los  métodos 
en la detección de un punto fuera de control. 
3.1  Factores de simulación y sus niveles 
Se  consideraron  tres  niveles  de  correlación 
, que corresponden a niveles 
de  correlación  fuerte,  moderado  y  débil, 
respectivamente.  Se  seleccionaron  tres  niveles 
para  las  proporciones  de  no  conformidad,  así: 
que representan a 
proporciones  de  no  conformidad  baja,  media  y 
alta  [1].  Los  tamaños  de  submuestra  fueron 
calculados a partir de las siguientes situaciones: 
­  Caso  1.  Tamaño  de  submuestra  que  favorece  la 
aproximación  de  la  distribución  binomial 
bivaridada a la distribución normal bivariada. 







construidos  a  partir  del  algoritmo  de Ong  [12]. 
Este  algoritmo  genera  variables  binomiales 
bivariadas  a  partir  de  las  proporciones  de  no 
conformidad  de  las  marginales  y  la 
correlación entre las variables  .
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La  siguiente  tabla  resume  los  tamaños  de 
submuestra  calculados  en  los  tres  casos 






0.3  0.3  0.8  50  10  10 
0.3  0.1  0.8 
0.3  0.01  0.8 
0.1  0.1  0.8  100  30  30 
0.1  0.01  0.8 
0.01  0.01  0.8  910  810  300 
0.3  0.3  0.5  50  10  10 
0.3  0.1  0.5 
0.3  0.01  0.5 
0.1  0.1  0.5  100  30  30 
0.1  0.01  0.5 
0.01  0.01  0.5  910  670  300 
0.3  0.3  0.2  50  10  10 
0.3  0.1  0.2  100  15 
0.3  0.01  0.2 
0.1  0.1  0.2  100  30  30 
0.1  0.01  0.2 
0.01  0.01  0.2  910  540  300 





te,  algunos  tamaños  de  submuestra  correspon­ 
dientes a  los Casos 2 y 3 resultaron  iguales. Lo 
anterior  lleva a considerar 23 posibles combina­ 
ciones  diferentes  de  con  su  tamaño 
de submuestra calculado. 
En  adelante  se  empleará  la  siguiente  notación 
para  los  subíndices,  ;  se  refiere  a  los 
atributos,  ;  indica  el  número  de 
observaciones en el  tiempo,  y  ; 
es  el  número  de  simulaciones.  En  todos  los 
escenarios  de  simulación  se  emplea  la 
misma  combinación  de  subíndices  . 
3.3  Metodología de simulación 
Para  cada  escenario  de  simulación se  generaron 
simulaciones  que  representan  los 
datos  históricos  que  denotaremos  con 
;  ;  y  . 
Sobre los datos históricos se estiman (en Fase I) 
los  parámetros  del  proceso  (estándares  de 
calidad) y los límites de control para cada una de 
las cartas descritas en la sección 2. 
Con  el  objetivo de  examinar  la  rapidez  con que 
cada  uno  de  los  métodos  detecta,  en  Fase  II, 
desviaciones  de  los  datos  con  respecto  a  la 
media.  Para  cada  escenario  de  simulación  se 
generaron  simulaciones  en  control 




Donde,  para  la  simulación 
,  se refiere a la  ­ésima 
observación  contaminada  del  ­ésimo  atributo, 
es  la  contaminación  ,  para  el  atributo  , 
donde  son los niveles de 
contaminación tanto en dirección positiva (signo 
“+”)  como  en  dirección  negativa  (signo  “–”)  a 
partir  de  la  media  del  proceso  en  control.  Las 




















desviaciones  estándar  de  cada  atributo.  Las 
contaminaciones  se  realizan  en  la  misma 
dirección,  pues  la  correlación  se  trabaja  en 
valores  positivos.  Por  último,  ,  hace 
referencia a los datos en control. 
3.4  Construcción de las car tas de control 
Para  la  construcción  de  las  cartas  de  control 
primero  se  estiman  los  parámetros,  luego  se 
calculan  los  límites  de  control  y  por  último  se 
establece la medida de comparación. 
El  criterio  de  comparación  utilizado  fue  la 
longitud  promedio  de  racha  (ARL)  tanto  en 
control  como  fuera  de  control,  es  decir,  el 
número  promedio  de  mediciones  en  la  carta 
hasta  encontrar  una  señal  fuera  de  control.  Lo 
ideal  es  encontrar  una  carta  con  un  ARL  en 
control  grande  y  un  ARL  fuera  de  control 
pequeño. 
Una forma general de calcular el ARL se obtiene 
al  invertir  la  proporción  de  observaciones  fuera 
de control, así: 
,  (7) 
donde,  se  define  apropiadamente para  cada 
carta de control. 
3.4.1  Carta AN 
Estimadores  de  los  parámetros:  Para  cada 




Límite  de  control:  El  límite  de  control  depende 
de los factores  ; por lo tanto es 
necesario  calcularlo  de  manera  empírica,  se 




b.  En cada simulación  se calcula el máximo  . 
c.  El  se obtienen como el percentil 95 de 
la  distribución  empírica  del  estadístico  , 
generada en el punto anterior. 
Medida  de  comparación:  Se  utiliza  el  ARL,  el 




Estimadores  de  los  parámetros:  en  cada 
simulación  se  estiman  las  proporciones  de  no 
conformidad  y  la  correlación  entre  atributos 
como  en  las  expresiones  (5)  y  (6).  Luego  se 
promedian  estos  valores  para  las 
simulaciones, así: 
. 
Límites  de  control:  Empleando  el  mismo 
concepto de  la carta AN para cada  simulación 
se  calculan  los  límites  de  control  y 
,  obteniendo  así  una  distribución 
empírica  para  los  límites  de  control  de  la  carta 
MNP.  Luego,  se  estiman  el  y  el 
como  los  percentiles  97.5  en  cada 
caso. 
Medida de comparación: En este caso, el cálculo 
del ARL utiliza  en  la  expresión  (7)  la  siguiente 
definición para  : 
, 
donde,  es  el  valor  del  estadístico  MNP 





la  carta  AN  en  cada  simulación  se  estiman  los 
parámetros  mediante  la  expresión  (3)  y  se 




una  distribución  empírica  de  las  mínimas 
profundidades  de  Mahalanobis.  Luego  el 
se  calcula  como  el  percentil  5  de  esta 
distribución empírica. 
Medida  de  comparación:  Para  la  carta  el 
cálculo  del  ARL  utiliza  en  la  expresión  (7)  la 
siguiente definición para  : 
, 
donde,  es  la  profundidad  de 
Mahalanobis  para  la  ­ésima  observación 
contaminada a nivel  . 
4.  RESULTADOS 
En  la  Tabla  3,  que  consta  de  tres  filas  y  tres 
columnas,  se  resumen  de  manera  gráfica  los 
resultados  del  estudio  de  simulación cuando  las 
proporciones de no conformidad son iguales. Las 
filas de  la  tabla hacen  referencia  a  los  casos  de 
simulación  y  las  columnas  corresponden  a  las 
proporciones  de  no  conformidad  estudiadas. 
Cada  celda  en  la  tabla  consta  de  tres  figuras 
(cada  una  de  ellas  asociada  a  un  nivel  de 
correlación  distinto)  donde  se  muestran  los 
ARL’s  obtenidos  en  función  del  nivel  de 
contaminación  . Por ejemplo,  la celda ubicada 
en  la  fila  1,  columna  3  presenta  los  resultados 




comportamiento  similar  bajo  cualquiera  de  las 
situaciones  de  simulación  consideradas.  En  tal 
comportamiento  se  destaca  que  la  carta  MNP 
tiene valores de ARL menores o muy cercanos a 
los de las otras cartas excepto cuando se tiene un 
nivel  de  contaminación  y  bajo  una 
correlación alta de  donde las cartas AN 
y  tienen  un  ARL  apreciablemente  menor. 
Cuando  la  contaminación  se  da  en  la  dirección 
negativa, los ARL’s obtenidos en las cartas AN y 
presentan  en  la  mayoría  de  los  casos  valores 
significativamente  superiores  a  los  de  la  carta 
MNP,  lo  cual  se  agrava  para  los  tamaños  de 
submuestra  correspondientes  a  los  casos  2  y  3. 
En  este  sentido  el  nivel  de  correlación  actúa 
como  un  factor  atenuante  ya  que  cuando  éste 
disminuye los ARL’s de las cartas se acercan. 
Ahora, si la contaminación se da en la dirección 
positiva  las  cartas  de  control  estudiadas  en 
general presentan ARL’s muy  similares,  lo  cual 
se  acentúa  a medida  que  disminuye  el  nivel  de 
correlación.  En  términos  generales  se  puede 
concluir que al aumentar las proporciones de no 
conformidad  en  los  atributos  se  logran  atenuar 
las diferencias entre  los ARL’s obtenidos  en  las 
tres  cartas  estudiadas.A  continuación  se 
muestran  los  resultados  obtenidos  en  el  caso  de 






Cuando  las  proporciones  de  no  conformidad  en 
los  atributos  son  diferentes  en  el  Caso  1  no  se 
observan conclusiones diferentes a las reportadas 
en el análisis de la matriz de gráficos (Tabla 3), 
en  el  Caso  2  cabe  notar  que  la  carta  AN,  no 
arrojó ningún dato fuera de control, en este caso 
el  tamaño  muestral  es  pequeño  , 
mientras  que  las  cartas  MNP  y  si  detectaron 












Table 3. Matrix of graphs for the simulation results when of the nonconforming proportions are equal.
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5.  APLICACIÓN CON DATOS REALES 
En  el  área  de  servicio  al  cliente  de  una 
importante  Empresa  de  Servicios  de 
Telecomunicaciones  se  quiere  establecer  un 
sistema  de  control  que  les  permita  evaluar  la 
percepción  del  cliente  con  respecto  a  las 
premisas  estratégicas  básicas  de  servicio:  El 
cumplimiento  del  tiempo  acordado  en 
suministrar el servicio solicitado por el cliente y 
el  funcionamiento  adecuado  de  los  servicios 
prestados,  apuntado  a  un  factor  diferenciador 
“La  Oportunidad”,  este  atributo  es  altamente 
valorado  por  el  cliente  de  la  compañía.  Por  lo 
tanto  se  puede  representar  lo  anterior  mediante 
dos variables Bernoulli, así: 
Observe que  representa la no conformidad de 
los  clientes  con  el  cumplimiento  en  el  tiempo 
acordado  para  suministrar  el  servicio,  mientras 
que  es  la  no  conformidad  del  cliente  con  el 









La  encuesta  se  genera  automáticamente  cuando 
se  cierra  el  servicio  prestado.  La  medición  se 
empezó a realizar a partir del  mes de octubre de 
2008,  durante  este  mes  se  observaron  los 
resultados y los datos históricos fueron extraídos 
en  el  mes  de  noviembre  de  2008.  Se  tomaron 
aleatoriamente  clientes,  agrupados  por 
fecha  de  solicitud  de  servicio  y  se  les  preguntó 
acerca  de  su  percepción  del  cumplimiento  y  el 
adecuado funcionamiento del servicio solicitado. 
A  continuación  se  muestran  las  gráficas  del 





De  la gráfica  anterior  se puede observar  que  en 
promedio a 5 clientes por día en la muestra no se 
les  cumplió  con  el  tiempo  acordado  en 
suministrar  el  servicio,  no  hay  ningún  tipo  de 
tendencia en el gráfico de control del atributo, lo 
que  indica  que  el  atributo  cumplimiento  en  el 





Con  respecto  al  atributo  funcionamiento  en  los 
primeros  seis  días  de  evaluación  de  los  datos 




controlado  corrigiendo  las  causas  de  los  puntos 
fuera de control. 











Carta AN  0  11.83 




datos  en  Fase  I  y  a  un  monitoreo  posterior  de 










cartas de  control AN y MNP,  las  cuales  ubican 
dos  puntos  fuera  de  control,  aunque  se  puede 
remarcar  que  en  la  carta MNP  los  puntos  fuera 
de  control  están  más  alejados  del  límite  de 
control  superior.  Por  otra  parte,  aún  cuando  la 
carta  no detecta ningún punto fuera de control, 
se  observa  una  tendencia  decreciente  en  el 
estadístico  .  Haciendo  una  revisión  detallada 
del  proceso  se  logró  establecer  que  las  causas 
para  que  éste  se  encontrara  fuera  de  control 
correspondían  a  la  temporada  de  vacaciones  de 
fin de año, lo cual afectó la calidad de respuesta 
a  las  solicitudes  de  los  clientes,  tanto  en  el 
funcionamiento como en el cumplimiento. 
6.  CONCLUSIONES 
Se  propone  la  carta  MNP  para  vigilar  el 
comportamiento  de  un  proceso  para  variables 
tipo  atributos  correlacionados,  pues  posee  un 
ARL  adecuado  tanto  en  control  como  fuera  de 
control. Particularmente fuera de control, cuando 
las contaminaciones son positivas o negativas en 
la  mayoría  de  las  simulaciones  detecta  primero 
una desviación pequeña de la media del proceso. 




Las  cartas  AN  y  presentan  variaciones 
significativas en cuanto a su rendimiento cuando 
las  condiciones  de  simulación  cambian,  lo  cual 
las hace poco confiables a la hora de determinar 
de manera  temprana  si  un proceso  se  encuentra 
fuera de control. Si se compara el desempeño de 
las  técnicas  AN  y  se  puede  concluir  que  son 
similares  cuando  la  contaminación  se  da  en 
dirección  positiva  y  el  tamaño  de  submuestra 
favorece  a  la  aproximación  de  la  distribución 
binomial  a  la  normal  (Caso  1).  Cuando  se 
observan  los resultados del ejemplo aplicado, se 
ratifican  las  conclusiones  del  estudio  de 
simulación, pues a pesar de que tanto la carta AN 
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